
Matematyka
Lista 2

De�nicja. Je»eli mi¦dzy dwoma zachodzi wzajemnie jednoznaczne przyporz¡dkowanie, to
zbiory takie nazywamy równolicznymi lub równej mocy. Innymi sªowy, zbiory A i B nazy-

wamy równolicznymi (lub równej mocy) je±li istnieje bijekcja f : A
1−1−→
na B.

Moc zbioru A b¦dziemy oznaczamy symbolem A. Z de�nicji zbiory A i B s¡ równoliczne

wtedy i tylko wtedy, gdy A = B. Moc zbioru liczb naturalnych oznacza sie ℵ0 (alef zero),
natomiast moc zbioru liczb rzeczywistych symbolem c. Czyli

N = ℵ0, R = c.

Stwierdzenie. Je»eli zbiór A jest sko«czony, to zbiór B jest równoliczny z A wtedy i tylko
wtedy, gdy B ma tyle samo elementów co A.

Stwierdzenie. Je±li zbiór A jest niesko«czony i zbiór B jest sko«czony, to zbiory A i A∪B

s¡ równoliczne, tzn. A = A ∪B.

De�nicja. Zbiór nazywamy przeliczalnym, gdy jest zbiorem sko«czonym, lub gdy jest zbio-
rem mocy ℵ0.

Stwierdzenie. Nast¦puj¡ce warunki sa równowa»ne

1) X jest zbiorem przeliczalnym,

2) istnieje suriekcja f : N→ X,

3) elementy zbioru X mo»na ustawi¢ w ci¡g a1, a2, a3, ... (sko«czony lub niesko«czony)

Zad 1. Wykaza¢, »e nast¦puj¡ce zbiory s¡ równoliczne

a) A = {x ∈ N : x ≤ 8}, B = {x ∈ N : 1 < x2 < 85},

b) A = {x ∈ R : x2 + 1 < 0}, B = ∅

c) A = {x ∈ C : x2 − 1 = 0}, B = {x ∈ N : x2 − 3x + 2 = 0}.

Zad 2. Sprawdzi¢, czy zbiory A, B s¡ równej mocy

a) A = {x ∈ N : 2 < x < 10}, B = {x ∈ N : x2 − 4 = 0 ∨ 2 ≤ x2 ≤ 64},

b) A = {x ∈ N : x2 + 3x + 2 = 0}, B = x ∈ R : x2 + 1 = 0},

c) A = {x ∈W : x2 − 9
16

= 0}, B = {x ∈ N : |x| < 3},

d) A = {x ∈ C : x2 − 2 = 0}, B = {x ∈ C : x2 − 4 = 0}.

Zad 3. Wykaza¢, »e nast¦puj¡ce zbiory s¡ przeliczalne

a) {x ∈ N :
∨

y∈R x = sin y},

b) {x ∈ N :
∨

y∈R x = tg y},

c) zbiór liczb parzystych dodatnich

d) zbiór liczb caªkowitych



Zad 4. Wykaza¢, »e

a) zbiory
(
−π

2
, π

2

)
i (−∞, +∞) s¡ tej samej mocy,

b) dowolne przedziaªy (a, b) i (c, d) s¡ równoliczne.

Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, »e wszystkie przedziaªy s¡ mocy continuum.

Zad 5. Udowodni¢, »e zbiór wszystkich dodatnich liczb wymiernych jest zbiorem przeli-
czalnym. Wyci¡gn¡¢ st¡d wniosek, »e zbiór liczb wymiernych jest mocy ℵ0.

Zad 6. Dowie±¢, »e je»eli A, B s¡ zbiorami przeliczalnymi, to zbiór A × B jest te» przeli-
czalny.

De�nicja. Ci¡giem niesko«czonym o wyrazach w zbiorze Y nazywamy odwzorowanie a :
N → Y . Je±li zaªo»ymy dodatkowo, »e Y = R, to odwzorowanie a : N → R b¦dziemy
nazywa¢ ci¡giem liczbowym.

Warto±¢ a(n) b¦dziemy oznacza¢ symbolem an i nazywamy n-tym wyrazem ci¡gu. Ci¡g
a1, a2, a3, ... zapisujemy równie» w postaci {an}.

Zad 7. Wypisa¢ kilka pierwszych wyrazów ci¡gu

a) an = 2, b) an = (−1)n+1 3

n + 1
, c) an = n(−1)n

,

d) an = 2− n[2 + (−1)n], e) an =
(−1)n

n
+

1 + (−1)n

2
, f) an = sin

nπ

2
,

g) a1 = 1, a2 = 1 i
∧
n>2

an = an−2 + an−1.

Zad 8. Znale¹¢ wzór ogólny nast¦puj¡cego ci¡gu

a) 3
2
, 9

4
, 27

6
, 81

8
, 243

10
, ...

b) 1
3
, −3

5
, 5

7
, −7

9
, 9

11
, ...

c) 0, 1
9
, 0, 1

81
, 0, 1

729
, ...

d) 1, −4, 9, −16, 0, 25, ...

e)
√

2,
√

3
2
,
√

4
3
,
√

5
4
,
√

6
5
, ...

De�nicja. Liczb¦ g nazywamy granic¡ ci¡gu {an}, je»eli dla ka»dego ε > 0 istnieje liczba
N taka, »e dla ka»dego n > N speªniona jest nierówno±¢ |an − g| < ε. Piszemy przy tym
limn→∞ an = g lub te» an −→ g, przy n →∞.
Równowa»nie de�nicj¦ granicy ci¡gu mo»na zapisa¢ w nast¦puj¡cej postaci

( lim
n→∞

an = g) ⇐⇒
∧
ε>0

∨
N

∧
n>N

|an − g| < ε.

Ci¡g posiadaj¡cy granic¦ nazywamy zbie»nym, natomiast ci¡g, który granicy nie posiada
nazywamy rozbie»nym.

Uwaga. Liczba g jest granic¡ ci¡gu {an}, je»eli w dowolnym otoczeniu punktu g na osi
liczbowej le»¡ wszystkie, z wyj¡tkiem co najwy»ej sko«czonej ilo±ci, wyrazy ci¡gu {an}.



Przykªad. Ci¡g {(−1)n} nie posiada granicy, poniewa» poza ka»dym przedziaªem o dªu-
go±ci mniejszej ni» 2 le»y niesko«czenie wiele wyrazów ci¡gu {an}.

De�nicja. Rozwa»a si¦ równie» nast¦puj¡ce okre±lenia ci¡gów: rozbie»nego do +∞ oraz
rozbie»nego do −∞

( lim
n→∞

an = +∞) ⇐⇒
∧
M

∨
N

∧
n>N

an > M,

( lim
n→∞

an = −∞) ⇐⇒
∧
M

∨
N

∧
n>N

an < M.

Przykªad. limn→∞(2n2 + 7n− 5) = +∞, limn→∞(1− 7n3) = −∞.

Twierdzenie (wa»ne granice).

1) limn→∞
(
1 + 1

n

)n
= e ∼= 2, 71828... (liczba Eulera)

2) limn→∞
n
√

n = 1

3) limn→∞
n
√

a = 1, gdzie a > 0

3) limn→∞ an =


nie istnieje a ≤ −1

0 |a| < 1

1 a = 1

+∞ a > 1

Twierdzenie (wªasno±ci granicy ci¡gu). Je»eli limn→∞ an = a i limn→∞ bn = b, to:

1) limn→∞(an ± bn) = a± b,

2) limn→∞(an · bn) = a · b,

3) limn→∞
an

bn
= a

b
, dla bn 6= 0 i b 6= 0.

Twierdzenie o trzech ci¡gach. Dane s¡ trzy ci¡gi {an}, {bn} i {cn}. Je»eli∨
N

∧
n>N

(an ≤ bn ≤ cn)

oraz
lim

n→∞
an = lim

n→∞
cn = g,

to istnieje granica ci¡gu {bn} i limn→∞ bn = g.

Zad 9. Korzystaj¡c z de�nicji granicy ci¡gu udowodni¢, »e

a) lim
n→∞

1

n
= 0, b) lim

n→∞

1

n2
= 0, c) lim

n→∞

n

2n + 1
=

1

2
,

d) lim
n→∞

1− n

n + 1
= −1, e) lim

n→∞

(
1 +

1

3n

)
= 1.

Zad 10. Wyznaczy¢ granic¦ ci¡gu

a) an =
n
√

3 +
n+1
√

5, b) an =
n
√

100 + n
√

0, 001, c) an =
n
√

2− n

n + 1
,

d) an = n
√

2n + 3n + 5n, e) an =
n
√

5(n2 + 2)

n2
.



Zad 11. Obliczy¢ granic¦ ci¡gu o wyrazie ogólnym

a) an =
(1− 2n)3

(2n + 3)2(1− 7n)
, b) an =

2 +
√

n

1− 2n
,

c) an =
1− 2n

2 +
√

n
, d) an =

(3−
√

n)2

5 + 4n
,

e) an = 3

√
2n + 10

7− 16n
, f) an =

1 + 2 + 3 + ... + n

(3n− 1)2
,

g) an = n
√

10n + 6n, h) an =

(
1− 1

n2

)n

,

i) an =

(
n− 1

n + 2

)n

, j) an =

(
n + 2

n + 3

)3n

,

k) an =
1− 7 · 32n

4 · 9n + 7
, l) an =

3 · 22n+1 − 8

4n−1 + 3
.

Zad 12. Kapitaª k = 1000PLN podlega oprocentowaniu p = 6% rocznie w ci¡gu czasu
t = 3 lata. Obliczy¢ kapitaª ko«cowy, gdy

a) odsetki s¡ dopisywane do kapitaªu w ko«cu ka»dego roku,

b) odsetki s¡ dopisywane do kapitaªu m razy w roku co 1
m

roku (obliczy¢ dla m = 12),

c) odsetki s¡ dopisywane do kapitaªu w sposób ci¡gªy, tzn. gdy m →∞.


